
❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✯

❚❤❡ ■♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❧✐❜s✈♠ ✐♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❡✶✵✼✶

❜② ❉❛✈✐❞ ▼❡②❡r

❋❍ ❚❡❝❤♥✐❦✉♠ ❲✐❡♥✱ ❆✉str✐❛

❉❛✈✐❞✳▼❡②❡r❅❘✲Pr♦❥❡❝t✳♦r❣

❉❡❝❡♠❜❡r ✺✱ ✷✵✷✸

✏❍②♣❡ ♦r ❍❛❧❧❡❧✉❥❛❤❄✑ ✐s t❤❡ ♣r♦✈♦❝❛t✐✈❡ t✐t❧❡ ✉s❡❞ ❜② ❇❡♥♥❡tt ✫ ❈❛♠♣❜❡❧❧
✭✷✵✵✵✮ ✐♥ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼✮✳ ❙❱▼s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②
❛ ❤♦t t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡♥t❤✉s✐❛s♠ ❛t
t❤❡ ♠♦♠❡♥t ❛s ❆rt✐✜❝✐❛❧ ◆❡✉r❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ✉s❡❞ t♦ ❞♦ ❜❡❢♦r❡✳ ❋❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛
♣❛♥❛❝❡❛✱ ❙❱▼s ②❡t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ✭♥♦♥❧✐♥❡❛r✮ ❝❧❛ss✐✲
✜❝❛t✐♦♥✱ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ❡✶✵✼✶ ♦✛❡rs ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ❛✇❛r❞✲✇✐♥♥✐♥❣✶ ❈✰✰✲
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❈❤✐❤✲❈❤✉♥❣ ❈❤❛♥❣ ❛♥❞ ❈❤✐❤✲❏❡♥ ▲✐♥✱ ❧✐❜s✈♠ ✭❝✉rr❡♥t ✈❡r✲
s✐♦♥✿ ✷✳✻✮✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣✿

❼ C✲ ❛♥❞ ν✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❼ ♦♥❡✲❝❧❛ss✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♥♦✈❡❧t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✮

❼ ϵ✲ ❛♥❞ ν✲r❡❣r❡ss✐♦♥

❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡s✿

❼ ❧✐♥❡❛r✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐❣♠♦✐❞❛❧ ❦❡r♥❡❧s

❼ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❼ k✲❢♦❧❞ ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥

❋♦r ❢✉rt❤❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❧✐❜s✈♠✱ s❡❡ ❈❤❛♥❣ ✫ ▲✐♥ ✭✷✵✵✶✮✳

❇❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t

❙❱▼s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈♦rt❡s ✫ ❱❛♣♥✐❦ ✭✶✾✾✺✮ ❢♦r ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r
❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ r♦✉❣❤❧② s❦❡t❝❤❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈❧❛ss s❡♣❛r❛t✐♦♥✿ ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r✲
♣❧❛♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❝❧❛ss❡s✬ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥ts ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✖t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s
❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥ ✐s ♦✉r ♦♣t✐♠❛❧
s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡❀

✯❆ s♠❛❧❧❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ ❘✲◆❡✇s✱ ❱♦❧✳✶✴✸✱ ✾✳✷✵✵✶
✶❚❤❡ ❧✐❜r❛r② ✇♦♥ t❤❡ ■❏❈◆◆ ✷✵✵✶ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t✇♦ ♦❢ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ t❤❡ ●❡♥✲

❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❆❜✐❧✐t② ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✭●❆❈✮ ❛♥❞ t❤❡ ❚❡①t ❉❡❝♦❞✐♥❣ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡ ✭❚❉❈✮✳ ❋♦r ♠♦r❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❡❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✐❡✳♥t✉✳❡❞✉✳t✇✴⑦❝❥❧✐♥✴♣❛♣❡rs✴✐❥❝♥♥✳♣s✳❣③✳
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❖✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝❧❛ss❡s✿ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ✏✇r♦♥❣✑ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♠❛r✲
❣✐♥ ❛r❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞♦✇♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✭✏s♦❢t ♠❛r❣✐♥✑✮❀

◆♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✿ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ✜♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛t♦r✱ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♣r♦✲
❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✭✉s✉❛❧❧②✮ ❤✐❣❤❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❜❡❝♦♠❡ ❧✐♥❡❛r❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ✭t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐s❡❞ ✈✐❛ ❦❡r♥❡❧

t❡❝❤♥✐q✉❡s✮❀

Pr♦❜❧❡♠ s♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❛s❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❆ ♣r♦❣r❛♠ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛❧❧ t❤❡s❡ t❛s❦s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡✳

{Margin

Support Vectors

Separating
Hyperplane

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❧✐♥❡❛r s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝❛s❡✮

❙❡✈❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞❀ t❤❡ ♦♥❡s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
❧✐❜s✈♠ ❛r❡✿

ν✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣♦rt
✈❡❝t♦rs ✭s❡❡ ❙❝❤ö❧❦♦♣❢ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮ ❜② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
ν ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦rs❀

❖♥❡✲❝❧❛ss✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ t❤✐s ♠♦❞❡❧ tr✐❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♦✉t❧✐❡r✴♥♦✈❡❧t② ❞❡t❡❝t✐♦♥❀

▼✉❧t✐✲❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ❜❛s✐❝❛❧❧②✱ ❙❱▼s ❝❛♥ ♦♥❧② s♦❧✈❡ ❜✐♥❛r② ❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✐❜s✈♠ ✉s❡s t❤❡
♦♥❡✲❛❣❛✐♥st✲♦♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜② ✜tt✐♥❣ ❛❧❧ ❜✐♥❛r② s✉❜❝❧❛ss✐✜❡rs ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❧❛ss ❜② ❛ ✈♦t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠❀

ϵ✲r❡❣r❡ss✐♦♥✿ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❧✐❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❜♦r❞❡rs ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥
✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ✉♥❞❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ ❛✈♦✐❞ ♦✉t❧✐❡r ✐♥❝❧✉s✐♦♥❀
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ν✲r❡❣r❡ss✐♦♥✿ ✇✐t❤ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥ t❤❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛s❡✳

❯s❛❣❡ ✐♥ ❘

❚❤❡ ❘ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ❧✐❜s✈♠ ✐♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❡✶✵✼✶✱ s✈♠✭✮✱ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❛s
✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦❞❡❧s ❛r❡ ✜tt❡❞ ❛♥❞ ♥❡✇ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ✉s✉❛❧✱
❛♥❞ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❡❝t♦r✴♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❆s
❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❘✬s st❛t✐st✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ tr✐❡s t♦ ❜❡ s♠❛rt ❛❜♦✉t t❤❡
♠♦❞❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✬s t②♣❡ ✭y✮✿ ✐❢ y ✐s ❛ ❢❛❝t♦r✱
t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ s✇✐t❝❤❡s t♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✐t ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ r❡❣r❡ss✐♦♥
♠❛❝❤✐♥❡❀ ✐❢ y ✐s ♦♠✐tt❡❞✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡ ❛ss✉♠❡s ❛ ♥♦✈❡❧t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❛s❦✳

❊①❛♠♣❧❡s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ s✈♠✭✮ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❢♦r❡sts ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥
r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✭✮✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❣❧❛ss ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❈■ ❘❡♣♦s✐t♦r② ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡
▲❡❛r♥✐♥❣ ❉❛t❛❜❛s❡s ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❛s❦ ✐s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛ ❣❧❛ss
♦♥ ❜❛s✐s ♦❢ ✐ts ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❡ st❛rt ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥ ❛♥❞
t❡st s❡t✿

❃ ❧✐❜r❛r②✭❡✶✵✼✶✮

❃ ❧✐❜r❛r②✭r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✮

❃ ❞❛t❛✭●❧❛ss✱ ♣❛❝❦❛❣❡❂✧♠❧❜❡♥❝❤✧✮

❃ ★★ s♣❧✐t ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥ ❛♥❞ t❡st s❡t

❃ ✐♥❞❡① ❁✲ ✶✿♥r♦✇✭●❧❛ss✮

❃ ◆ ❁✲ tr✉♥❝✭❧❡♥❣t❤✭✐♥❞❡①✮✴✸✮

❃ t❡st✐♥❞❡① ❁✲ s❛♠♣❧❡✭✐♥❞❡①✱ ◆✮

❃ t❡sts❡t ❁✲ ●❧❛ss❬t❡st✐♥❞❡①✱❪

❃ tr❛✐♥s❡t ❁✲ ●❧❛ss❬✲t❡st✐♥❞❡①✱❪

❇♦t❤ ❢♦r ❙❱▼ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ✭✈✐❛ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✭✮✮✱ ✇❡ ✜t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
♣r❡❞✐❝t t❤❡ t❡st s❡t ✈❛❧✉❡s✿

❃ ★★ s✈♠

❃ s✈♠✳♠♦❞❡❧ ❁✲ s✈♠✭❚②♣❡ ⑦ ✳✱ ❞❛t❛ ❂ tr❛✐♥s❡t✱ ❝♦st ❂ ✶✵✵✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✶✮

❃ s✈♠✳♣r❡❞ ❁✲ ♣r❡❞✐❝t✭s✈♠✳♠♦❞❡❧✱ t❡sts❡t❬✱✲✶✵❪✮

✭❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❚②♣❡✱ ❤❛s ❝♦❧✉♠♥ ♥✉♠❜❡r ✶✵✳ ❝♦st ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❡✲
♥❛❧✐③✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r C✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❛♠♠❛ ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✲
s♣❡❝✐✜❝ ❦❡r♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳✮

❃ ★★ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st

❃ r❢✳♠♦❞❡❧ ❁✲ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✭❚②♣❡ ⑦ ✳✱ ❞❛t❛ ❂ tr❛✐♥s❡t✮

❃ r❢✳♣r❡❞ ❁✲ ♣r❡❞✐❝t✭r❢✳♠♦❞❡❧✱ t❡sts❡t❬✱✲✶✵❪✮

✸

http://www.ics.uci.edu/mlearn/MLRepository.html
http://www.ics.uci.edu/mlearn/MLRepository.html


❆ ❝r♦ss✲t❛❜✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ✈❡rs✉s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ②✐❡❧❞s✿

❃ ★★ ❝♦♠♣✉t❡ s✈♠ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①

❃ t❛❜❧❡✭♣r❡❞ ❂ s✈♠✳♣r❡❞✱ tr✉❡ ❂ t❡sts❡t❬✱✶✵❪✮

tr✉❡

♣r❡❞ ✶ ✷ ✸ ✺ ✻ ✼

✶ ✶✸ ✻ ✸ ✵ ✶ ✵

✷ ✹ ✶✻ ✷ ✷ ✶ ✹

✸ ✸ ✶ ✷ ✵ ✵ ✵

✺ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵ ✵

✻ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶ ✵

✼ ✵ ✶ ✵ ✵ ✵ ✶✵

❃ ★★ ❝♦♠♣✉t❡ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♠❛tr✐①

❃ t❛❜❧❡✭♣r❡❞ ❂ r❢✳♣r❡❞✱ tr✉❡ ❂ t❡sts❡t❬✱✶✵❪✮

tr✉❡

♣r❡❞ ✶ ✷ ✸ ✺ ✻ ✼

✶ ✶✽ ✹ ✹ ✵ ✵ ✵

✷ ✶ ✶✾ ✵ ✵ ✵ ✶

✸ ✶ ✵ ✸ ✵ ✵ ✵

✺ ✵ ✵ ✵ ✸ ✵ ✵

✻ ✵ ✶ ✵ ✵ ✸ ✵

✼ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✶✸

♠❡t❤♦❞ ▼✐♥✳ ✶st ◗✉✳ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉✳ ▼❛①✳
❆❝❝✉r❛❝② s✈♠ ✵✳✺✷ ✵✳✻ ✵✳✻✹ ✵✳✻✸ ✵✳✻✼ ✵✳✻✾

r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ✵✳✸✻ ✵✳✹✷ ✵✳✹✾ ✵✳✹✼ ✵✳✺✷ ✵✳✺✻
❑❛♣♣❛ s✈♠ ✵✳✻✽ ✵✳✼✸ ✵✳✼✽ ✵✳✼✼ ✵✳✽ ✵✳✾✷

r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ✵✳✺✺ ✵✳✻✸ ✵✳✼ ✵✳✻✾ ✵✳✼✶ ✵✳✽✽

❚❛❜❧❡ ✶✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✈♠✭✮ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✭✮ ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✶✵ r❡♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❜② ❝♦♠♣✉t✲
✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❝❝✉r❛❝② r❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❦❛♣♣❛ ✐♥❞✐❝❡s ✭❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
❝❧❛ss❆❣r❡❡♠❡♥t✭✮ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❡✶✵✼✶✮✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡
t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✶✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✖❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s s❤♦✇ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳

◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ϵ✲❘❡❣r❡ss✐♦♥

❚❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❙❱▼s ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦③♦♥❡ ❞❛t❛✳ ❆❣❛✐♥✱
✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥ ❛♥❞ t❡st s❡t✳

❃ ❧✐❜r❛r②✭❡✶✵✼✶✮

❃ ❧✐❜r❛r②✭r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✮

❃ ❞❛t❛✭❖③♦♥❡✱ ♣❛❝❦❛❣❡❂✧♠❧❜❡♥❝❤✧✮

❃ ★★ s♣❧✐t ❞❛t❛ ✐♥t♦ ❛ tr❛✐♥ ❛♥❞ t❡st s❡t

❃ ✐♥❞❡① ❁✲ ✶✿♥r♦✇✭❖③♦♥❡✮

❃ ◆ ❁✲ tr✉♥❝✭❧❡♥❣t❤✭✐♥❞❡①✮✴✸✮

✹



❃ t❡st✐♥❞❡① ❁✲ s❛♠♣❧❡✭✐♥❞❡①✱ ◆✮

❃ t❡sts❡t ❁✲ ♥❛✳♦♠✐t✭❖③♦♥❡❬t❡st✐♥❞❡①✱✲✸❪✮

❃ tr❛✐♥s❡t ❁✲ ♥❛✳♦♠✐t✭❖③♦♥❡❬✲t❡st✐♥❞❡①✱✲✸❪✮

❃ ★★ s✈♠

❃ s✈♠✳♠♦❞❡❧ ❁✲ s✈♠✭❱✹ ⑦ ✳✱ ❞❛t❛ ❂ tr❛✐♥s❡t✱ ❝♦st ❂ ✶✵✵✵✱ ❣❛♠♠❛ ❂ ✵✳✵✵✵✶✮

❃ s✈♠✳♣r❡❞ ❁✲ ♣r❡❞✐❝t✭s✈♠✳♠♦❞❡❧✱ t❡sts❡t❬✱✲✸❪✮

❃ sqrt✭❝r♦ss♣r♦❞✭s✈♠✳♣r❡❞ ✲ t❡sts❡t❬✱✸❪✮ ✴ ◆✮

❬✱✶❪

❬✶✱❪ ✷✳✾✸✽✽✽✶

❃ ★★ r❛♥❞♦♠ ❋♦r❡st

❃ r❢✳♠♦❞❡❧ ❁✲ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✭❱✹ ⑦ ✳✱ ❞❛t❛ ❂ tr❛✐♥s❡t✮

❃ r❢✳♣r❡❞ ❁✲ ♣r❡❞✐❝t✭r❢✳♠♦❞❡❧✱ t❡sts❡t❬✱✲✸❪✮

❃ sqrt✭❝r♦ss♣r♦❞✭r❢✳♣r❡❞ ✲ t❡sts❡t❬✱✸❪✮ ✴ ◆✮

❬✱✶❪

❬✶✱❪ ✸✳✸✶✵✸✵✷

▼✐♥✳ ✶st ◗✉✳ ▼❡❞✐❛♥ ▼❡❛♥ ✸r❞ ◗✉✳ ▼❛①✳
s✈♠ ✷✳✽✶ ✸✳✵✽ ✸✳✷✾ ✸✳✷✾ ✸✳✹✽ ✸✳✽✵

r❛♥❞♦♠❋♦r❡st ✷✳✼✷ ✸✳✵✼ ✸✳✷✼ ✸✳✹✵ ✸✳✽✷ ✹✳✶✻

❚❛❜❧❡ ✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✈♠✭✮ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✭✮ ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✭❘♦♦t ▼❡❛♥
❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r✱ ✶✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❜② t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮✖s❡❡
❚❛❜❧❡ ✷ ❢♦r ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ✶✵ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛s ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ s✈♠✭✮
❞♦❡s ❛ ❜❡tt❡r ❥♦❜ t❤❛♥ r❛♥❞♦♠❋♦r❡st✭✮✳

❊❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✈♠ ♦❜❥❡❝t

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✈♠✭✮ r❡t✉r♥s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❝❧❛ss ✏s✈♠✑✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛rt❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿

❙❱✿ ♠❛tr✐① ♦❢ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦rs ❢♦✉♥❞❀

❧❛❜❡❧s✿ t❤❡✐r ❧❛❜❡❧s ✐♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❀

✐♥❞❡①✿ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✭❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✳❣✳✱ ❢♦r
t❤❡✐r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡t✮✳

■❢ t❤❡ ❝r♦ss✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ❡♥❛❜❧❡❞✱ t❤❡ s✈♠ ♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❖t❤❡r ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s

❈❧❛ss ❲❡✐❣❤t✐♥❣✿ ✐❢ ♦♥❡ ✇✐s❤❡s t♦ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧② ✭❡✳❣✳✱ ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❧❛ss s✐③❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ♣♦ss✐❜❧② ♦✈❡r♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
❜✐❣❣❡r ❝❧❛ss❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥✮✱ ✇❡✐❣❤ts ♠❛② ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤
♥❛♠❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ❆ ❛♥❞ ❇✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ s♦♠❡t❤✐♥❣
❧✐❦❡✿ ♠ ❁✲ s✈♠✭①✱ ②✱ ❝❧❛ss✳✇❡✐❣❤ts ❂ ❝✭❆ ❂ ✵✳✸✱ ❇ ❂ ✵✳✼✮✮

✺



❈r♦ss✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣❡r✲
❢♦r♠ ❛ k✲❢♦❧❞ ❝r♦ss✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❝r♦ss t♦ k ✭❞❡❢❛✉❧t✿ ✵✮✳ ❚❤❡ s✈♠ ♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❝♦♥t❛✐♥ s♦♠❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r r❡❣r❡ss✐♦♥ ✐s ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞✳ ❱❛❧✉❡s ❢♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿

❛❝❝✉r❛❝✐❡s✿ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

t♦t✳❛❝❝✉r❛❝②✿ t♦t❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②

❱❛❧✉❡s ❢♦r r❡❣r❡ss✐♦♥✿

▼❙❊✿ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ k ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

t♦t✳▼❙❊✿ t♦t❛❧ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r

s❝♦rr❝♦❡❢✿ ❙q✉❛r❡❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡✮

❚✐♣s ♦♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡

❼ ◆♦t❡ t❤❛t ❙❱▼s ♠❛② ❜❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs✱ s♦ ❛❧❧✇❛②s ❝❤❡❝❦ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ ❛t ❧❡❛st ♦♥ ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ ②♦✉r ❞❛t❛✳

❼ ❋♦r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ t❛s❦s✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ✉s❡ C✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡
❘❇❋ ❦❡r♥❡❧ ✭❞❡❢❛✉❧t✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ❣♦♦❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡
❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♦♥❧② t✇♦✿ C ❛♥❞ γ✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❧✐❜s✈♠
s✉❣❣❡st t♦ tr② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r C✖❧✐❦❡ ✶ t♦ ✶✵✵✵✖✜rst✱ t❤❡♥ t♦
❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❡tt❡r ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t♦ tr②
s❡✈❡r❛❧ γ✬s ❢♦r t❤❡ ❜❡tt❡r C✬s✳

❼ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❣r✐❞ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r t❤✐s✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ t✉♥❡✳s✈♠✭✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥
❡✶✵✼✶✳

❼ ❇❡ ❝❛r❡❢✉❧ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts ❛s tr❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡s ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ r❛t❤❡r ❢❛st✳

❼ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✉s✉❛❧❧② ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
s✈♠✭✮ s❝❛❧❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❞❡❢❛✉❧t✳

▼♦❞❡❧ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❑❡r♥❡❧s

❉✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✿

❼ C✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿

min
α

1

2
α⊤Qα− e⊤α

s✳t✳ 0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , l, ✭✶✮

y⊤α = 0 ,

✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ✉♥✐t② ✈❡❝t♦r✱ C ✐s t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ Q ✐s ❛♥ l ❜② l ♣♦s✐t✐✈❡
s❡♠✐❞❡✜♥✐t❡ ♠❛tr✐①✱ Qij ≡ yiyjK(xi, xj)✱ ❛♥❞ K(xi, xj) ≡ ϕ(xi)

⊤ϕ(xj) ✐s
t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳

✻



❼ ν✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿

min
α

1

2
α⊤Qα

s✳t✳ 0 ≤ αi ≤ 1/l, i = 1, . . . , l, ✭✷✮

e⊤α ≥ ν,

y⊤α = 0 .

✇❤❡r❡ ν ∈ (0, 1]✳

❼ ♦♥❡✲❝❧❛ss ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿

min
α

1

2
α⊤Qα

s✳t✳ 0 ≤ αi ≤ 1/(νl), i = 1, . . . , l, ✭✸✮

e⊤α = 1 ,

❼ ϵ✲r❡❣r❡ss✐♦♥✿

min
α,α∗

1

2
(α− α∗)⊤Q(α− α∗) +

ϵ

l∑

i=1

(αi + α∗

i ) +

l∑

i=1

yi(αi − α∗

i )

s✳t✳ 0 ≤ αi, α
∗

i ≤ C, i = 1, . . . , l, ✭✹✮
l∑

i=1

(αi − α∗

i ) = 0 .

❼ ν✲r❡❣r❡ss✐♦♥✿

min
α,α∗

1

2
(α− α∗)⊤Q(α− α∗) + z⊤(αi − α∗

i )

s✳t✳ 0 ≤ αi, α
∗

i ≤ C, i = 1, . . . , l, ✭✺✮

e⊤(α− α∗) = 0

e⊤(α+ α∗) = Cν .

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❦❡r♥❡❧s✿

❦❡r♥❡❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❧✐♥❡❛r u⊤v ✭♥♦♥❡✮
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ (γu⊤v + c0)

d γ, d, c0
r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢❝t✳ exp{−γ|u− v|2} γ
s✐❣♠♦✐❞ tanh{γu⊤v + c0} γ, c0

✼



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t s✈♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡❛s②✲t♦✲✉s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❙❱▼s✱ ✇❤✐❝❤
♥♦✇❛❞❛②s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
s♦♠❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s✱ t❤♦✉❣❤✿ ❙❱▼s s❝❛❧❡ r❛t❤❡r ❜❛❞❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ s✐③❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❦❡r♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❣♦♦❞ r❡✲
s✉❧ts✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ❜❡❢♦r❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ tr✉st❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s
t❤❡ t❛s❦ ✭t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❧✐❜s✈♠ ❝✉rr❡♥t❧② ❝♦♥❞✉❝t s♦♠❡ ✇♦r❦ ♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢
❡✣❝✐❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ♦♥❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ♠✐❣❤t ❜❡
s✉❜♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ②♦✉r ❞❛t❛✳

❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❇❡♥♥❡tt✱ ❑✳ P✳ ✫ ❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ❈✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❙✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s✿ ❍②♣❡ ♦r ❤❛❧✲
❧❡❧✉❥❛❤❄ ❙■●❑❉❉ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥s✱ ✷✭✷✮✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❛❝♠✳♦r❣✴s✐❣s✴s✐❣❦❞❞✴

❡①♣❧♦r❛t✐♦♥s✴✐ss✉❡✷✲✷✴❜❡♥♥❡tt✳♣❞❢✳

❈❤❛♥❣✱ ❈✳✲❈✳ ✫ ▲✐♥✱ ❈✳✲❏✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ▲■❇❙❱▼✿ ❛ ❧✐❜r❛r② ❢♦r s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r
♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❙♦❢t✇❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✐❡✳♥t✉✳❡❞✉✳t✇✴⑦❝❥❧✐♥✴

❧✐❜s✈♠✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❢♦r♠✉❧❛❡✱ ✳ ✳ ✳ ✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
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